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Sintesi

In questo studio vengono analizzati in dettaglio i vari tipi di opzioni
esotiche, suddivise in opzioni path-indipendent (il cui pay-off dipende solo
dal prezzo dell’attivitd finanziaria sottostante a scadenza) ed opzioni pafh-
dependent (il cui pay-off dipende dal sentiero percorso dal sotiostante
durante la vita dell’opzione), su attivitd quali titoli ¢ valute.

La finalitd ¢ quella di fornire, quando possibile, un confronto tra
modalita di pricing e copertura delle posizioni su opzioni esotiche
dinamiche, & la Black-Scholes, ¢ statiche, sempre pil utilizzate dagli
operatori, ‘

La modalitd statica di replica dell’esotica ha, infatti, il vantaggio di
semplificare il procedimento di pricing (ottenuto sommando i prezzi delle
opzioni componenti il portafoglio) ¢ di copertura (che non richiede continui
ribilanciamenti), agevolando, quindi, la diffusione di tali strumenti.

Dipartimento di Economia-Universita di Ancona
Via Birarelli 11

60121 Ancona

Tel, 071-2203916




indice .

Introduzione

! LE OPZIONI ESOTICHE
1.1 Definizione eClassificazioni
1.2 Problemi di Pricing e Copertura
L.2.1 Il Modello di Black-Scholes e la Valutazione Neutrale verso il
Rivchio
1.2.2 I Modello Binomiale
1.3 I Portafogli di Replica e la Copertura Statica

2 LE OPZIONI IN CUI VENGONO ALTERATI ALCUNI TERMINI
CONTRATTUALI
2.1 Le Opzioni Binarie o Digitali
2.1.I Opzioni Cash-or-Nothing
2.1.2 Opzioni Asset-or-Nothing
2.1.3 Opzioni Gap
2.1.4 Opzioni Cash e Asset Supershares
2.2 Le Opzioni Pay-Later o Contingenti
2.3 Le Opzioni Forward-Start o Deferred-Start

3 LE OPZIONI PATH-DEPENDENT
3.1 Le Opzioni Chooser
3.2 Le Opzioni Barrier o Knock-in/Knock-Out
3.3 Le Opzioni Lookback
3.4 Le Opzioni Average o Asian
4 CONCLUSIONI
APPENDICE I
APPENDICE 2

RIFERIMENTI BIBLIOGRAFICI

bt W

DN

11
il
12
15
18
21
26
26

30
30
33
58
62
70
72
76

79



Introduzione

Negli ultimi decenni { contratti di opzione su attivitd finanziarie sono stati
oggetto di un frenetico processo innovativo.

La loro versatilith ha permesso negli anni Ottanta Ia creazione di infinite
strategie, costruite assemblando pil contratti opzionari, in grado di
soddisfare le pill svariate esigenze di copertura e speculative.

Il vero fermento innovativo ha, perd, prodotto i suoi frutti solamen-te negli
anni Novanta, quando il mercato ha cominciato a trattare in modo sempre
pilt consistente quella che viene definita la “seconda generazione di
opzioni” o “gpzioni esotiche”.

Esse individuano una serie di contratti opzionari atipici, che, cio?, offrono
all’acquirente, a scadenza o durante la vita dell’opzione, un pay-off diverso
dalla semplice differenza tra prezzo dell’underlying ¢ prezzo di esercizio
(viceversa nel caso di opziono put).

Quando Goldman, Sosin e Gatto pubblicarono nel 1979 I’articolo “Path-
Dependent Options: Buy at the Low, Sell at the High”, disegnando i tratti
delle opzioni lookback, nessuno poteva immaginare un effettivo utilizzo di
tipologie opzionarie cosi utili ma altrettanto complesse.

Sebbene poco conosciuti alla letteratura tali strumenti sono ogei molto
utilizzati da operatori quali grandi banche e societd di gestione mobiliare,
capaci di adoperarli per proprio conto ¢ di rivenderii ad operalori credilizi
di minori dimensioni.

Il presente lavoro ha la finalith di analizzare in dettaglio i vari tipi di
opzioni. esotiche, suddivise in opzioni path-indipendent (it cui pay-off

dipende solo dal prezzo dell’attivita finanziaria sottostante a scadenza) ed



opzioni path-dependent (i1 cui pay-off dipende dal sentiero percorso dal
sottostante durante la vita dell’opzione), su attivith quali titoli e valute, il
cul pricing risulta pili agevole (essendo possibile assumere un
comportamento lognormale dei prezzi dell’ attivith finapzi aria).

Lo studio delle modalith di pricing e copertura di tali strumenti ha
incontrato, perd, notevoli ostacoli, sia pratici che teorici.

I problemi pratici sono emersi per la raccolta di materiale sull’argomento:
si tratta di derivati finanziari innovativi il cui patrimonio conoscitivo &
ancora dominio esclusivo di pochi operatori capaci di utilizzarli.

E’ stato, quindi, necessario un contatto diretto con questi ultimi, operanti

tutti nell’area milanese, dal quale & emerso un bagaglio di riferimenti.

bibliografici ed esperienze operative in grado di rappresentare una solida .

base per uno studio approfondito sull’argomento.

Per cid che riguarda i problemi teorici, essi sono lepati, invece, alle.

difficoltd presenti nel predisporre strategie di pricing e copertura di

strumenti finanziari che possiedono pay-off cosi complessi.

i LE OPZIONI ESOTICHE

1.1 Definizione e Classificazioni

II grande sviluppo dei contratti opzionari a partire dagli anni Ottanta &
riconducibile alla loro eccezionale versatilita,

A differenza di atui derivati finanziari, infatti, le opzioni standard (plain
vanilla) possono essere assemblate in una miriade di combinazioni alle quali
fino a pochi anni fa veniva attribuito I’appellativo di “esotiche”.
Attualmente, perd, per opzioni esotiche si intende una seric di nuovi
contratti opzionari in cui vengano alterate le tradizionali caratteristiche delle
plain vanilia' .

Le opzioni esotiche’ vengono acquistate da operatori che cercano di coprire
le loro posizioni su attivitd finanziarie e da speculatori che vogliono trarre
vantaggio da movimenti attesi dei prezzi a costi contenuti, mentre Yengono
vendute da intermediari finanziari che soddisfano la domanda dei loro clienti
¢ da investitori che cercano redditi piu alti dai loro portafogli.

Gli intermediari finanziari sono soprattuito grandi banche, societd di
gestione mobiliare e brokers, che guadagnano sullo spread tra prezzo
applicato e costo per la copertura,

Al fine di rendere pit agevole I'analisi delle opzioni esotiche possiamo

raggrupparle in tre categorie principali’ ;

Un'cpzione & un contratto che conferisce all’acquirente il diritto, non accompagnato
dal’obbligo, di acquistare (opzione call) o di vendere (opzione put) una determinata
quantitd di attivith finanziaria ad un prezzo prestabilito (prezzo di esercizio) e ad una certa
data {opzione europea) oppure entro una certa data {opzione americana) previo pagamento
di un premio, che costituisce il prezzo dell’ opzicne.
The Globecon Group LTD (1995),

¥ Galitz (1994),



a) QPZIONI PATH-INDIPENDENT, in cui ciog il pay-off dipende solo
dal prezzo dell'underlying a scadenza®, a__cui VENGONO
PARZIALMENTE ALTERATI ALCUNI TERMINIT
CONTRATTUALI, quali I'ammontare del pay-off (opzioni binarie o

digitali), il pagamento del premio (opzioni pay-later o contingentt), la

decorrenza del contratto (opzioni forward-start o deferred- start);

b) QPZIONI PATH-DEPENDENT, in cui il pay-off dipende dalla

dinamica del prezzo dell’attivitd finanziaria sottostante darante la vita

dell’opzione e non solo alla scadenza; tra queste emergono per

importanza le opzioni chooser, le opzioni barrier. o knock-in/knock-out,

le opzioni lookback e le opzioni asian o gverage.

¢) OPZIONI MULTI-FACTOR, in cui il pay-off dipende dai prezzi di due

o pill attivith sottostanti, come nel caso delle opzioni exchange (in cui

esso & pari alla differenza tra i prezzi di due attivitd sottostanti,
consentendo, quindi, lo scambio a termine tra le due)’, delle opzioni
rainbow (il cui pay-off & pari, nel caso di opzione call, alla differenza tra
il prezzo pil alto raggiunto tra due o pill attivitd finanziarie sottostanti ed
il prezzo di esercizio, e viceversa nel caso di opzione put)®, delle opzioni
basket (in cui, invece, il pay-off dipende dalla media dei prezzi di pid
attivith sottostanti, come nel caso delle opzioni su indici)’ delle opzioni

guanto o currency-trasiated (in cui il prezzo dell’attivitd sottostante o il

prezzo di esercizio sono denominati in valuta straniera)”.

4 QOvviamente cid avviene solo nella loro versione europea, mentre se sona americane, ciod
esercitabili prima della scadenza, diventano anch’esse path-dependent.

Sull*argomento Margrabe (1978); Rubinstein (1991a).

Si veda Rubinstein (1991e).

Grannis {§992); Dembo, Pate] (1992).

Per un approfondimento si veda Reiner (1992}

s =~ &

Quest’ultimo gruppo di opzioni non verranno trattate nel presente lavoro,
poiche esse aggiungono ai normali problemi di valutazione delle opzioni
esotiche una ulteriore difficolta, legata alla stima della correlazione attesa tra
due o pil vartabili finanziarie,

Se, infatti, ¢ arduo stimare la volatilifd di singoli prezzi, diventa molto pil

complicato cogliere Ia relazione che lega diverse variabili finanziarie.

1.2 Probleni di Pricing ¢ Copertura

1.2.1 Il modello di Black-Scholes e la Valutazione Neutrale verso il

Rischio

Il modello analitico di Black-Scholes e le sue successive estensioni’ sono in

grado di valutare il prezzo di una opzione europea standard attraverso un
procedimento di replica dinamica: il venditore dell’opzione pud costruire
un portafoglio privo di rischio acquistando continuamente una quantith di
attivitd finanziaria pari al A'°.

Finché il portafoglio ha A =0 il rischio & nullo e quindi fornisce un

rendimento certo pari al tasso di interesse privo di rischio.

Black, Scholes (1973); Garman, Kohlhagen! (1983); Merton (1976); Roll (1977); Whaleye
(1981). Sulle critiche e le revisioni del modello di Black-Scholes si veda Black (§9923,
Leong (1992b}; Leong (19924).

Per una pancramica su tutti i modelli di valutazione delle opzioni si veda Smithson (1991).

Si definisce delra (A) deli’opzione il tasso di variazione del prezzo dell'epzione risperto
al prezzo dell attivith sottostante.



Cid permette di derivare il valore delle opzioni call e put europee in un certo

istante f atirayerso una formula chiusa, che esprime il prezzo dell’opzicne
come funzione di pid variabili input, ossia:

v=0Se” N@¢pd)-0Ee N d,)

dove E indica il prezzo di esercizio, S il prezzo spot, ¢ & una variabile
binaria uguale ad 1 per la call ed a -1 per la put, N (x) & la funzione di

probabilitd cumulata della variabile normale standardizzata (ossia la

probahilitd che una variabile con distribuzione normale standardizzata

Z (0,1) assuma un valore inferiore ad X),

s o’
Slelr-p+2-|7
d, =

o VT

2
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mentre G & la volatilita del prezzo defPattivith sottostante, pari alla
deviazione standard delle variaziont annuali deilo stesso, R il tasso privo di

rischio nazionale, D P’interesse corrisposto sufl*attivitd sottostante ¢ T la

. . §
vita residua’’.

Poich® nelle soluzioni compare solamente il tasso privo di rischio R, il

premio opzionario non dipende dalte attitudini degli operatori nei confronti
del rischio. '

Tale ipotesi di neutralita rispetto al rischio, assieme all’ipotesi per la quale il
prezzo dell’attivitd sottostante & distribuito in modo lognormale (ciod il

logaritmo & distribuito in modo normale), ci permette di ottenere le stesse

' Wilmott, Dewynne, Howison (1993); Hult (1994); Koziol (1990); Castagnoli (1990),

formule in modo molto pitl semplice, ossia scontando il payoff atteso alla
scadenza al tasso privo di rischio R ¥, come mostra Appendice 1.

Nel caso, perd, delle opzioni esotiche, la maggiore complessitd del pay-off
rende tali formule pit complesse rispetto a quelle standard e per alcune di
esse, come le opzioni average aritmetiche, non & ancora disponibile una
formula chiusa di valutazione.

A tali problemi di pricing si aggiungono per diverse tipologie di opzioni
esotiche anche problemi di copertura: non solo, infatti, i1y * dell’opzione
(0 convessitd del pay-off) impone continui ribilanciamenti, come nel caso
defle plain vanilla, ma spesso la discontinuith del pay-off o I'inserimento di
strutture “barrier” determinano improvvise variazioni del A, con notevoli

difficoltd di copertura®,

1.2.2 I Modello Binomiale (CRR)

Ogni opzione pud essere valutata utilizzando il modellp binomiale elaborato

da Cox, Ross ¢ Rubinstein (CRR)" ed esposto nell’Appendice 2, ma il
problema diventa pitl complesso nel caso delle opzioni esotiche path-
dependent, poiche il loro valore dipende anche da una certa funzione F(t,S)
del sentiero seguito dal prezzo del sottostante, quindi ogni singolo percorso
del prezzo dell’underlying deve essere valutato singolarmente.

Nel caso di un’opzione standard il premio prescinde dal sentiero percorso,

perche il suo valore finale dipende solo dal prezzo dell’attivitd a scadenza,

' Sull’argomento Hull (1993); Rubinstein {1992b); Wilmott, Dewynne, Howison (1993).
Si definisce gainma (7Y } dell’opzione if tasso di varinzione del delta rispetto al prezzo

defl"attivitd sottostante, ossia la convessith o curvahwa del prezzo dell’opzione, pari alla
derivata seconda del prezzo dell’opzione rispetto al prezzo dell’underlying,

Pistarino,

Anche se il modelio binomiale & stato introdotto da Sharpe (1978), questo approccio viene
spesso ricondotto & Cox, Ross, Rubinstein (1979).



quindi & possibile non considerare tutti i sentieti che determinano uno stesso
prezzo (ad esempio Sud = Sdu = §).

Poich?, invece, il prezzo di una opzione path dependent dipende dal
percorso seguito dal prezzo prima della scadenza, occorre mantenere distinti
tutti i possibili sentieri, con una esplosione delle dimensioni dell’albero
binomiale, o comunque considerare ad ogni nodo tutti i diversi valori della
funzione del sentiero percorso, incrementando notevolmente la quantita di
dati da elaborare.

Come vedremo il problema si attenua nel caso in cui il numero di valori di
F(1,5) ad ogni nodo non cresce velocemente con n, il numero degli intervalii
(come avviene, invece, per le average, sebbene, anche in questo caso, siano
possibili applicazioni del CRR con ipotesi semplificatrici), perche, ad
esempio, F(t,S) & rappresentata dal livello massimo (minimo) raggiunto dal
' prezzo fino a quel momento (opzioni lookback), che ad ogni nodo pud
assumere non pill di n valori.

Nei casi in cui sia precluso I’utilizzo dei primi due approcci, 2 possibile
ricorrere al metodo Monte-Carlo®®, consistente nella simulazione di infiniti
sentieri casuali seguiti dal prezzo dell’attivita finanziaria sottostante, per
valutare in ogni occasione il prezzo dell’opzione; la media di questi risultati
pud essere, infatti, utilizzata come stima del valore dell’opzione.

Esso risulta, perd, abbastanza laborioso e non & applicabile alle opzioni

esotiche americane.

s Boyle (1977).

8

-1.3 I Portafogli di Replica ¢ la Copertura Statica

Al fine di superare i problemi di pricing e copertura legati al procedimento
di replica dinamica della posizione su opzioni esotiche sopra esposti, stanno
assumendo sempre maggiore rilevanza le procedure di replica statica'’ .
Esse consistono nella possibilith di creare dei portafogli di replica statica
della posizione su opzioni esotiche, scomponendo le varie tipologie di
opzioni esotiche in un portafoglio di opzioni plain vanilla, con vari prezzi di
esercizio e scadenze, che hanno lo stesso pay-off dell’opzione esotica in
ogni momento futuro e per ogni livello di prezzo dell’attivitd sottostante, .

Si comprende subito come tale approccio sia in grade di semplificare
notevolmente Putilizzo di queste nuove tipologie di contratti opzionari,
riducendo i problemi di pricing e copertura,

In primo fuogo, per ¢id che riguarda il pricing, la replica statica permette di
valutare facilmente I'opzione esotica come somma dei prezzi delle opzioni
standard che fa compongono.

In secondo luogo, per ¢id che riguarda la eopertura, la replica statica non
richiede continui ribilanciamenti del portafoglio, che comportano costi di
transazione ¢ perdite legate alle variazioni sfavorevoli del prezzo
dell’attivitd sottostante; i} pay-off del portafoglio di replica 2, infatt,
costantemente uguale a quello dell’opzione esotica.

Quanto delto spicga come gli operatori, ed in pasticolare ghi intermediari
finanziari che offrono questo tipo di strumenti, fissino-non dei “prezzi di
equilibrio”, ma dei “prezzi di arbitraggio”.

Essi non sono, infatti, interessati a quale possa essere il prezzo di equilibrio

del contratto opzionario atipico in una economia idealizzata retta da ipotesi

7 Sull'argomente Derman, Kani (1993); Dupite (1993); Bowie, Care (1994); Rubinsiein
(1891c).



irrealistiche, ma vogliono conoscere il prezzo della strategia di copertura al
quale, maggiorato di uno spread, venderanno 1'opzione esotica.
Naturalmente tale approccio non & ancora applicabile a tutte le tipologie di
opzioni esotiche, sebbene possa essere utilizzato per la maggior parte di
es8e. .

Nei prossimi capitoli verranno esaminati i vari tipi di opzioni esotiche,
indicando in dettaglio le modalith di pricing e copertura dinamiche ¢ statiche
pilt indicate.

Come abbiamo gi3 anticipato, verranno prese in considerazione le tipologie
opzionaric europee e non americane, che aggiungerebbero solamente i

problemi di valutazione delle opzioni americane plain vanilla.

]

2 LEOPZIONI IN CUI VENGONO ALTERATI ALCUNI TERMINI
CONTRATTUALI "

2.1 Le Opzioni Binarie o Digitali

A differenza delle opzioni standard le varie tipologie di opzioni binarie o
digitali hanno pay-off discontinui, poich® passano da un livello ad un altro
a seconda che il prezzo dell’attivita sottostante soddisfi 0 meno una certa
condizione’ .

Tale discontinuild del pay-off permette, comunque, che il delta dell'opzione
binaria, ossia la sensibilita del premio alle variazioni di prezzo del
sottostante, sia continuo su tutto I'intervallo def prezzi possibili e per tutta
la durata dell’opzione, quindi sarebbe possibile una adeguata strategia di

copertura,

Per valori di S vicini al prezzo di esercizio, perd, il A aumenta (in valore
assoluto) in modo molto repentino e cid pud procurare molti problemi per
la copertura, soprattutto negli ultimi istanti di vita dell’ opzione.

Anche il parametro vega, ossia la sensibilitd del premio alle variazioni
della volatilitd, pud comportarsi in modo strano, come verra illustrato nel
caso delle opzioni cash-or-nothing.

Analizziamo ora in dettaglio Ie opzioni binarie® .

' Rubinstein, Reiner (1991b); Hudsen (1991); Pistarino.

St noti che oltre alle tipologie standard di opzioni binarie, che verranno ora illustrate, esistono
delle tipoiogie barrier che uniscono e caratteristiche delle opzioni digitali a quelle delle
opzioni barrier. Per uiterior approfondimenti M. Rubinstein, E. Reiner {1991b}

11



2.1.1 Opzioni Cash-or-Nothing

Finalita per U'acquirente: ottenere a scadenza un certo ammontare di

liquidita per valori di S superiori o inferiori ad un certo livello.

L' opzione binaria call (put) pid semplice ha un pay-off a scadenza nullo nel
caso in cui il prezzo dell'underlying St sia inferiore (superiore) al prezzo
di esercizio E, oppure pari ad un certo ammontare costante di Hquidita X
se il prezzo del sottostante & superiore (inferiore) al prezzo di esercizio, a
prescindere da quanto I’ opzione sia in-the-money.

Risulta, ciot:

. 0 S, <E o X S, <E
call: pay ~ off X S >B put: pay — off 0 5 >E
Quanto detto pud essere espresso' attraverso il grafico 1.
CASH-OR-NOTHING CALL E PUT P ~ GRAFICO 1
Pay-off 4 Pay-off %
X — X —m----m}
i
| |
: ] .
E S: E S

12

a) Replica dinamica _
Volendo valutare I'opzione cash-or-nothing attraverso il modello di Black-
Scholes ¢ sufficiente ricordare che le formule di Black-Scholes possono
essere scomposte in due termini; il valore attuale dell’atiivitd finanziaria
sottostante condizionato rispetto alla probabilitd di esercizio dell’opzione
(¢ Se™™™N (¢ dl)) ed H valore attmale del prezzo di esercizio
condizionato rispetio alla probabilitd di esercizio dell’opzione neutrale
rispetto al rischio ({ EehRTN(Q) d -0 0‘«/?) ).
Poich2 in questo caso il pay-off & costituito solamente dall’ammontare di
liquidita. X, il valore di questa opzione “parziale” sard dato dal solo
secondo termine, in cui il pay-off & B = X, ciod:

v =¢ Xe ™ N(¢ d, —¢povT) = ¢ X" N(d,)

con @ variabile binaria uguale ad 1 perlacall e a-1 perla put e

S o
log—=+|R-D- T

2
dy = odT

Per analizzare il comportamento del parametro vega consideriamo una

opzione cash-or-nothing call: se essa & at-the-money, per basse volatilitd
vega & positivo ma molto basso, mentre diventa negativo al crescere della
volatilith; nel caso it_] cui essa sia in-the-money (out-of-the-money), per
basse volatilitd vega & negativo (positivo) e molto elevaio, mentre tende a 0
per alte volatilita,

Ne deriva che chi acquista tale opzione (ma il ragionamento pud essere
applicato anche alle altre opzioni binarie) pud essere anche vega negativo,

se I'opzione ¢ in-the-money o at-the-money, perchg, a differenza di una

13



opzione call standard, Pincremento della volatilita non aumenta la
probabilita di un esercizio ancor pid vantaggioso dell’opzione, ma accresce

il rischio di perdita del pay-off.

b) Replica statica _
Considerando il profilo det pay-off dell’opzione cash-or-nothing call con

. . . . . o wello
prezzo di esercizio F, , si coglie subito come esso sia simile a quell

relativo allo spread calt al rialzo in cui E, tende ad E,, come mostra il

grafico 2°.
REPLICA CASH-OR-N OTHI.N G CALL EPUT. GRAFICO 2
Pay-off 4 Pay-off %
X p————— X __ﬁl
| .
(¢] i
E;-E  —— ; E:-E —_K ;
3 B B S E E 5

In particolare I’opzione cash-or-nothing call pud essere replicata attraverso

spreads call al rialzo sul medesimo sottostante; si tratta, percid, di

Ez—Ei

acquistare call con prezzo di esercizio £, e di rivenderle con

2 EI

prezzo di esercizio £, .

! Suli'argomento Bowie, Carr, (1994).
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Alla scadenza, infatti, se S, < E, il pay-off del portafoglio di replica sard
nuilo come quello dell’esotica, mentre se E < S, <E, esso comincera ad
aumentare per arrivare, in £, e per valori superiori, ad X .

Come abbiamo detto E, —El deve tendere a 0 (0 meglio deve essere il
minimo dato che le opzioni sono quotate con prezzi di esercizio discreti),
perche tanto piti & elevato e tanto pi la strategia di replica & coslosa (infatti
le opzioni call sono dcquistate con prezzo di esercizio inferiore), perche
garantisce maggiori profitti rispetto all’esotica (rappresentati dal friangolo
E\E,0).

Per gli operatort che effettuane una copertura stalica, ciot vendono la cash-
or-nothing call ed acquistano il portafoglio di replica, un aumento del costo
di quest’ultimo comportera un uguale aumento del prezzo a cui venderanno
Iesotica (pari al primo maggiorato di uno spread) con il rischio di quotare
prezzi non concorrenziaH.

Un ragionamento analogo pud essere applicato alla cash-or-nothing put

considerando % spreads put al ribasso, come mostra il grafico 2.
E2 E[

2.12  Opzioni Asset-or-Nothing

Finalita per Vacquirente: ottenere a scadenza ’attivitd sottostante senza

costi aggiuntivi per valori di S, superiori od inferiori ad un certo livello.

L’opzione asset-or-nothing call (put) ha un pay-off a scadenza nulio se il

prezzo dell’underlying §, & inferiore (superiore) al prezzo di esercizio K,
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oppure non determinato ma pari al prezzo dell’attivitd sottostante in quel

momento se il prezzo & superiore (infertore) allo strike price.

Risulta,ciod:
0 S, <E ff{sl S <E
call: pay ~ off S, S, >E put: pay —o 0 S, >E
Si ottiene, quindi, il grafico 3.
ASSET-OR-NOTHING CALL E PUT GRAFICO 3
Pay-off 1 / ' Pay-oflf 4
|
d | i
il ! N ! ,
E >, 5, E S,

Si tratta ovviamente di opzioni molto costose perche se sono esercitabili
P'acquirente otterrd I'aftivitd sottostante senza alcun pagamento ulteriore (si

parla a tale proposito di “scommessa premio contro titolo™).

a) Replica dinamica
Poich® in questo sccondo caso il pay-off & costituito solo dal valore
dell’attivith sottostante atla scadenza, il valore di questa seconda opzione

“parziale” sard dato dat solo primo termine della formula di Black-Scholes,

ossia;

v=0 Se”"N(0 )
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con

b) Replica statica

Come mostra il grafico 4, il pay-off dell’opzione asset-or-nothing call pud

esscre replicato attraverso ['acquisto di una opzione call sull'attivith
sotostante con prevzo di esercizio pari ad E ¢ di ¥ opzioni cash-or-

nothing call con prezzo di esercizio E e pay-out X (che pagano, quindi,
complessivamente una somma pari ad E per valori di S, superiori o uguali

ad ).

REPLICA ASSET-OR-NOTHING CALL E PUT GRAFICO 4

Pay-oll 4 Pay-off ‘ +
E ,‘4 E

O] S S,
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Alla scadenza, infatti, se 5, < E entrambi i portafogli avranno pay-off
nullo, mentre se S, > E il portafoglio di replica avrd un pay-off pari a
S,~E+E=S,.

Un ragionamento identico pud essere applicato all’opzione asset-or-nothing

put.

2.1.3 Opzioni gap

Finalitd per Pacquirente: ottenere a scadenza, per valori di S, superior
(inferiort) ad E un pay-off maggiore o minore della differenza Sr -E

(E-S$).

L’opzione gap call (put) ha un pay-off a scadenza nullo se il prezzo
dell’attivitd sottostante S, & inferiore (superiore) al prezzo di esercizio [,
oppure pati alla differenza tra il prezzo del’underlyng ed un certo livello di
prezzo X (0 viceversa) se S, & superiore (inferiore) ad E; X viene,
quindi, a sostituire fo strike price nel determinare il pay-off e la differenza
tra X ed il prezzo strike prende il nome di gap.

Si ha, quindi:

S,<E
S,-X S,>E

X-8 §,<E

call: pay —off { put: pa?f—off{ 0 S >E

A seconda che i} gap sia positivo o negativo si ottengono i grafici 5a e 5b.
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POSITIVE GAP CALL E PUT GRAFICO 5a
I'uy-olf Pay-olT +
E '\\
i,/"x S, E X S
NEGATIVE GAP CALLE PUT GRATFICO 5b
Pay-ofl 4 : Pay-off ¢
X E
X E s \\\ \.E sl;

Dai grafici emerge chiaramente che, nel caso di gap positivi, il valore deila
gap call ¢ inferiore rispetto a quello di una opzione standard e viceversa per

la gap put; per i gap negativi, invece, avviene Iinverso,
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a) Replica dinamica | |
Poichg, come vedremo, il pay-off di una opzione gap pud essere derivato
sottraendo una opzione cash-or-nothing da una opzione asset-or-nothing, il

valore di questo contratto atipico sar pari a:

v=¢ Se P N( ¢ d,)- ¢ Xe " N( ¢ d,)

2
2 S o
S g el N 5 P
1ogf+(R—D+?}T 108E+(R D 9 }T
= 0"\/? di - 0’\[?

con

d,

quasi identica alla formula originale di Black-Scholes.

b) Replica statica _ B
Come mostra il grafico 6, i profili dei pay-off delle opzioni positive e
negative call possono essere teplicati attraverso I’acquisto di una opzione
asset-r-nothing call sull’attivitd sottostante con strike E e Ia vendita di
una opzioﬁé cash-or nothing call sempre sul medesimo underlying, con
strike E e pay-off X *. |

Alla scadenza, infatti, se¢ S, <E entrambe lc strategie avranno valore
nullo, mentre se S, 2 E il portafoglio di replica avra come pay-off
S, = X come I’opzione esotica.

Un ragionamento analogo pud essere applicato alle opzioni positive e

negative gap put.

] iore chi i i il pay-off relativo all'acquisto

+ re chiarezza in questo graftco abblatno rappresentato 11‘ pay-o 2
gfo?ﬁil?fendita di una opzione cash-or-nothing call, che, quindi va sotiratto dall’altro e non
sommato.
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REPLICA POSITIVE E NEGATIVE GAP CALL GRAFICO ¢
Pay-off 4 Pay-off 4 N

: Pl X ’/’

L] ¢
(/ 1 ,/ :
L ‘e o P/
I H » rd |/ N
! X 8, X E S,

314 Opzioni cash ¢ asset supershares

Finalita per Pacquirente: ottenere a scadenza un ammontare di tiquidita per

valori di S, interni ad un certo intervallo,

Le opzioni cash o asset supershare hanno un pay-off a scadenza nutlo se il
prezzo dell’attivitd sottostante S,‘ ¢ esterno ad un certo intervallo E, \ E2 ,

oppure pari ad un ammontare di liquidita se il prezzo dell’underlying a

scadenza & inferno a tale corridoio.,

In particolare le opzioni cash supershares pagano una somma fissa

dipendente dall’ampiezza dell’intervallo, pari a E—LE_ , mentre le opzioni
2T
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opzioni assef supershares pagano una somma non predeterminata

. A .
dipendente da un estremo dell’intervallo, pari a =+ , ciog:
1

0 S, <E, 0
1 S
-y — —— E < - =~ E <5 <«
call: pay — off ) E, <8, <E, put pay —off E, <85, <E,
0 S, zE, 0 5z
Cid pud essere espresso attraverso il grafico 7.
CASH E ASSET SUPERSHARE GRAFICO 7
Pay-oft 4 Pay-off 4
S I T
co e '
i ! . - 1 \ N
E; Ex S E, E: 5,

a) Replica dinamica :
Come vedremo di seguito, poiche il pay-off di una cash supershare pud

essere replicato acquistando uno spread al rialzo di cash-or-nothing call’

sull’attivitd sottostante con ¥ = , dove la cash-or-nothing call

2 |
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acquistata ha prezzo di esercizio E, e quella venduta ha prezzo di esercizio

E,, il valore della cash supershare & pari a:

v=Xe™ |N(d,, )~ N{d,, )]

con : :
S o’ ‘ S o!
=i R D) e — — -D——
, log E ( D 2 }T , logE'2 +(R 5 }T
w T 0"\/? - 0"\/? |

Allo stesso modo anche il pay-off di una asset supershare pud essere

replicato  acquistando A spreads al rialzo di asset-or-nothing call
E

sull'attivitd sottostante (anche in questo caso I'asset-or-nothing call

acquistata ha strike £, mentre quella venduta E, ), quindi il suo valore é:

con
S o’ S o?
— -D+— log— - D
] logEi+[R + 2}1’ ) ogE2+(R D 2}1‘
= orT v o~T
b) Replica statica

Dal grafico 8 si comprende subito come il pay-off dell’opzione cash-
supershare sia identico a quello di uno spread al rialzo di cash-or-nothing

call sull'attivita sottostante, ossia a quello relativo all’acquisto di una cash-
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or-nothing call con strike F, e alla vendita di una analoga opzione con strike -

E. , entrambe con pay-off ¥ = —2— |
? d Ez - El

Alla scadenza se il prezzo dell’underlying sara inferiore ad E| entrambe le

strategie scadranno senza valore, s¢ E, < S < E, if pay-off del portafoglio

di replica sard pari ad come quello dell’esotica, mentre per

1
S, > E, entrambi saranno pari a - =0.
o e . _E

i
Allo stesso modo una opzione asset supershare pud essere replicata con -~

bullish spreads di asset-or-nothing call sull'attivith sottostante, cio® con

| . . - .
["acquisto di ~— asset-or nothing call con prezzo di esercizio E, rivendute
[
con strike K, .
Se, infatti, il prezzo & inferiore ad El entrambi i portafogli valgono 0, nel

caso in cui il prezzo sia interno al corridoio il pay-off di entrambi & pari ad

1
B

f

- . |
mentre, per valori di Sr superiort, esso & pari ad }4_?7 S, ——5 =0.
i {
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REPLICA CASH E ASSET SUPERSHARES GRAFICO 8§
Pay-olf ¢ Pay-olf 4 '
VE; - E, R —— . //:/
: : . ’a”f’ : } N
B E S TGl B B S
L RS
'\

I pay-off delle opzioni binarie, in particolare delle cash-or-nothing e delle
asset-or-nothing, possono essere agevolmente utilizzati per replicare

qualsiasi profilo lineare discontinuo di profitii desiderato.

2.2 Le Opzioni Pay-Later o Contingenti

Finalith per U'acquirente: pagare il premio dell’opzione a scadenza € solo

in caso di effettivo esercizio dell’opzione,

Come mosira il grafico 9, "opzione pay-later call (put)® consiste in una
opzione positive gap call (negative gap put) con pay-off §—X (X - §)
per S, > E (S, < E) scomponibile nell’acquisto di una asset-or-nothing

call (put) e nella vendita di una cash-or-nothing call {(put) con pay-off X,

3 Turnbull (1992),
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cui tale pay-off viene scelto in modo tale da rendere nullo il premio pagato
alla stipula (dato dalla differenza tra il premio dell’asset e quello della cash).
Poichg, infatti, viene imposto I’esercizio dell’opzione quando questa & in the
money, ossia S, > E (S, < E), seppure il pay-off non sia ancora positivo,
il premio viene pagato dall'acquirente alla scadenza se e soltanto se

I'opzione & in the money.
Per cid che riguarda la replica dinamica ¢ statica valgono, quindi, le stesse

considerazioni fatte per le opzioni gap.

2.3 Le Opzioni Forward-Start o Deferred-Start

Finalitt per Uacquirente: stipulare un contratto di opzione standard
beneficiando di condizioni attuali vantaggiose (ad esempio G o R), ma

anche di prezzi favorevoli dell’underlying dopo un certo tempo £ .

PAY-LATER CALL E PUT GRAFICO 9
Pay-off $ Pay-oft |
E X E
5//" .S: S s
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L opzione forward-start call (put) & una opzione che conferisce il diritio di
ricevere dopo un periodo ¢ (data di consegna) una opzione standard cail
(put) at-the-money con durata T (pari alla differenza tra la scadenza

dell’opzione forward-start ¢ la data di consegna) senza costi aggiuntivi®.

a) Replica dinamica

Poiche, come vedremo, 'opzione lorward-start ha lo stesso valore di
-Dy L . o
e opzioni standard at-the-money con durata T, il suo valore potra

essere ricavato utilizzando la formula:

v=eP" [ SeN(G d,)~9 ETN(G d,)] .

b) Replica statica

Se si fanno le assunzioni relative ai seguenti elementi:

1) OMOGENEITA' DI PRIMO GRADO, ossia variazioni percentuali del
prezzo dell’attivith sottostante e del prezzo di esercizio determinano
pari variazioni nel valore dell’opzione;

2) VARIABILI STATISTICHE, ossia solamente il prezzo dellattivitd
soltostante dopo il periodo { & incerto;

3) INVARIANZA di DATA, ossia le variabili che determinano i} valore
dell’opzione non dipendono dalle date di rilevamento ma solo dalle
differcnze di tempo relative;

4) PAY-OUT, ossia I’attivita sotostante produce un flusso di 1iquidi[5 pari
alD;

¢ possibile replicare facilmente 1’opzione forward-start.

& Rubinstein (19914},
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Indicando con V(X , Y, T) il valore di una opzione standard con prezzo

corrente dell’underlying X , prezzo di esercizio Ye durata T, il valore alla

data di consegna di una opzione at-the-money con vita residua T sard
Vv (Sr Y T) , che per I'ipotesi di omogeneitd pud essere scritto come:
V(s,,S,,T)=SV({1T) . |
Dall'ipotesi di invarianza di data si desume la non necessith di specificare
alcuna data, mentre dall’ipotesi relativa alle variabili statistiche emerge che

14 (1,1, T) & un valore certo, | |
Poich® questo ammontare & il costo alla data di consegna dell’opzione
standard a cui da diritto 1a forward-start, it valore corrente di quest’ultimo
coincide con il prezzo dell’esotica.

Interpretando la quantitd -certa V(l,l, T) come il numero di unitd

dell’attivitd sottostante, il valore corrente dell’opzione forward-start,

considerando 1’assunzione relativa al pay-out, :
S v(LT)
che riapplicando I'ipotesi di omogeneita diventa:
et V(S,S,T) .
Emerge, quindi, come una forward-start option poésa ess'ere'repﬁcata con

e P opzioni standard, at-the-money al momento della stipula, con durata
T (pari alla differenza tra la scadenza dell’ opzione forward-start e la data di

consegna).

Nel caso in cui non vi siano dividendi, poich:
V(S,,S,,T) =S, V(L,L,T) |
& sufficiente acquistare un ammontare pari a V(L!,T) unitd dell*attivitd

sottostante che dopo il periodo ¢ avra valore S, V(1,1,T) .
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¢ sufficiente acquistare un ammontare pari a V(I,I,T) unitd dell’attivita

sottostante che dopo il periodo ¢ avra valore S, V (1,1, 77 .

Definendo 1'opzione compound call {(put) come una opzione esotica che
conferisce il diritto di acquistare (vendere) dopo un periodo f una opzione
standard call o put (con strike e durata determinati) ad un certo prezzo
prefissato’, si pud vedere I'opzione forward-start come una opzione
compound call su call o put su put semplificata, in cui, ciod, il prezzo di
esercizio dell’opzione compound & nullo (poiché non & richiesto alcun
pagamento aggiuntivo), mentre il prezzo di esercizio dell’opzione
sottostante non & determinato, ma pari al prezzo spot del sottostante dopo il

tempo £ .

Si tratta, quindi, di una opzione in cui I'attivitd settostante 2 ancora una opzione.

Tale tipologia di opzione esotica non & stata analizzata in dettaglio perche non esiste ancerm un
portafoglio di replica e 'equazione di Black-Scholes che la valuta utilizza delle funzioni
norinali bivariate ed un coefficiente di correlazione tra duc variabili casuali,

Sull argomento Rubinstein (1992a),
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3 LE OPZIONI PATH-DEPENDENT
3.1 Le Opzioni Chooser

Finalitd per acquirente: poter scegliere, dopo un certo tempo ¢ della vita
dell’opzione, se essa debba essere una call o una put, a seconda della

maggiore convenienza.

L'opzione chooser & una opzione acquistata nel presente ma con la
possibilitd per 1’acquirente, dopo un periodo ¢, di scegliere se I'opzione
sia una standard call o una standard put, sempre con prezzo di esercizic £
e vita residua T — 17 .

Si comprende, quihdi, come il pay-off deli’opzione chooser a scadenza
dipenda dalla dinamica del prezzo del sottostante durante la vita
dell’opzione (cio® 'opzione sia path-dependent), sulla base della quale
I’acquirente's’cegiie tra call e put.

I1 pay-off di questa opzione esotica pud essere, quindi, scritto come:

max [c (E,T—t),p (E,Tut) dopo il tempo t]

ottenendo il grafico 10, molto simile a quello relativo ad uno straddle, ma
come dimostreremo, questo contratto & molto pill economico rispetto ad

ss0 e pill costoso rispetto all’acquisto di una semplice call o put.

! Nel caso in cui lo strike o la durata della eall e della put non signo uguali, si parla di opzioni
chooser complesse.
Per uiteriori approfondimenti si veda Rubinstein {199§b).
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OPZIONE CHOOSER GRAFICO 10
Pay-off T

&

a) Replica dinamica
Poiche dimostreremo che I'opzione chooser & equivalente ad un portafoglio

costituito da una opzione call sulla stessa attivith sottostante con strike

T - RO ~h(r- A
price £ e durata T', ed e (-0 opzionm put, sempre sulla stessa altivitl

soltostante, con prezzo di esercizio Ee_R{T‘:) e durata { , essa ha valore:
— QDT - ~D(T—1) = —R(T-t} -
v=Se™N(d, ) - Be ™ N(d,) ~Se DT N, ) + Be MV N( ¢,

= v=S5¢""N(d,) - Be"*N(d,)- Se™ N(~e, )+ Be M N(e, )
con

s 2 :
 log=+ R-D+S log>+{ R— D2
E 2 [ E 2
d = dy =
T | oT

1
G

31



b} Replica statica
Per valutare una opzione chooser con pay-off:
max [c(E,T—t),p (E,T~t) dopo il tempo ]

& sufficiente utilizzare la put-call parity, per la quale si ha:

p=c+Ee™ — 8§

in cui 'opzione call e put hanno uguale prezzo di esercizio K, vita residua’

T e prezzo corrente del’underlying S .

1 pay-bff dell’ opzione chooser pud, infatti, essere scritto come:
max [¢{E, T—t),c(E,T~t)+Ee ™™ —S*e">™" dopo il tempo t]

in cui S * 2 il prezzo dell’underlying dopo un periodo 7, ossia:

c(E,T al tempo 0) + max [0, Ee R0 _g#e=PT-1 qono il tempo t]

.

Considerando la seconda parte del pay-off come il valore finale di una put
dopo t, si dimostra chel’ opzione chooser pud essere replicata acquistando;
1) una opzione call sulla stessa attivith sottostante con prezzo di esercizio

E edurata T;
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-D(r- c . - .
2) e D(r-s) opzioni put, sempre sulla stessa aftivild sottostante, con prezzo

di esercizio Ee ") ¢ durata ¢ 2.
Da quanto detto emerge chiaramente come il prezzo di una chooser sia
superiore rispetto a quello di una semplice call o put, ma inferiore rispetto
al prezzo di uno straddle (si devono, infatti, acquistare meno put, con
durata inferiore e prezzo di esercizio pill basso), poichg, in quesio caso
I"acquirente deve decidere dopo il periodo fse sia pill conveniente

I"opzione call o put, senza poter aspettare la scadenza,

1.2 Le Opzioni Barvier o Knock-in Knock-QOui

Finalits per Pacquirente: ottenere una protezione contro moviment
sfavorevoli di prezzo o scommettere st andamenti futuri di prezzo ad un
costo pitl contenuto rispetto a quello delle plain vanilla, seppure con rischi

piil elevati, dovuti alla possibilitd di non esistenza dell'opzione a scadenza.

Le opzioni barrier’ consistono in opzioni call e put plain vanilla europee*
che vengono in esistenza (knock-in call e put) o cessano di esistere (knock-
out call e put) quando il prezzo del sottostante durante la vita dell’opzione
tocca, anche per un solo istante, un certo livello barriera dal basso o
dall'alto,

Il pay-off di una chooser poteva essere altemativamente scomposte nell’acquisto di una
-D(T-¢ .
opzione put con strike price Eeduram Tedi e (=) opzioni call con prezzo di

esercizio Ke R(T-e) edurata [ .
3 Sull'argomento Pistaring; Goldman Sachs (1993); Dupire {1992}; Benson, Daniel (1992);
Hudson (1992). )
Sono comunque possibili opzicni barrier americane, seppure poco utilizzate, cppure I'opzione
sottostante pud non essere una opzione standard, ma un’altra opzione esotica, ad esempio
i’opzione binaria,
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In particolare le barrier possono cominciare ad esistere quando il prezzo
dell’undelying scende fino a toccare la barriera (down-and-in call e put) o
cresce {ino ad essa (up-and-in call & put), oppure possong interrompere fa
loro esistenza quando il prezzo del sottostante decresce fino a toccare la
barriera (down-and-out call e put) o cresce fino ad essa (up-and-out call e
put). |

Solitamente, perd, la barriera & posta nella regione in cui 1'opzione & out-
of-the-money, ciog, nel caso delle opzioni call, la barriera si trova al di
sotto del prezzo di esercizio (e del prezzo corrente del sottostante), mentre,
nel caso di opzioni put, essa si trova al di sopra dello strike price (e del
prezzo spot), quindi le tipologie pid diffuse di barrier sono le opzioni down-

and-in call e down-and-out call e le apzioni up-and in put e up-and-out put.

E’ importante notare che, poiche 1’acquirente della barrier rischia di non -

. . 5,
poter usufruire dell’opzione a scadenza, il suo costo sard pill contenuto™;

per questa ragione & possibile che venga previsto il pagamento di una

sommaqpreﬂssata (rebate) in caso di non esistenza dell’opzione a scadenza
(per 1e opzioni knock-in quando la barriera non & stata toccata e viceversa

per le opzioni knock-out).

$ A differenza detle opzioni standard il premio di una knock-out c!iminuis'ce a]]'aume;ntar.e de.II_a
volatilith, cio® & vega negativo, perch® aumenta la probabilith di non esxstenza.d.ell opzione; il
premio di una knock-in, invece, & vega positivo, perché un aumento della volatilitd aumenta la

robabilita di diventare in. B o

E’er le stesse ragiont le opzioni knock-out sono theta positive, ossia it .ioro valore aumenta col
passare del tempo, mentre le opzioni knock-in sono theta negative, ossia il '!oro va_[ore si riduce
avvicinandost alln scadenza, o meno che non si sinno gid tensformate in opziont standard
toccando 1a barriera,
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Analizziamo ora in dettaglio le varie tipologie di opzioni barrier, derivando

per ognuna la formula di valutazione ottenuta attraverso la replica

dinamica’ .

A) ENOCK-IN BARRIER

1) DOWN-AND-IN CALL
Consiste in una opzione call che viene in esistenza solo se il prezzo del

sottostante S scende fino a toccare, almeno per un istante, la barriera A

{quindi S > H ),

Ul pay-olt di questa opzione sard, quindi;

max (O,S‘ —E) se 35, £ H per qualche 1<t
se S, >H perognitst

pay — off

dove S, ¢ il prezzo del sottostante a scadenza, S, & il prezzo ad un tempo
T precedente alla scadenza £ ed R & il rebate, _

In particolare se lo strike E 2 maggiore della barriera H, si possono
ottenere i casi mostrati nella pagina seguente.

11 valore di una opzione down-and-in call in questo caso sarh pari al pay-off
alieso scontato al tasso privo di rischio R, quindi, alla somma di due valori
attuali: il primo relativo alla differenza S ,—E  moltiplicata per la
probabilita che il prezzo dell’underlying scenda a toccare la barriera ma a
scadenza risalga olire essa superando il prezzo di esercizio (3), ed i

secondo relativo al rebate moltiplicato per la probabilifi che il prezzo del

Rubinsteis, Reiner (1991a).
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51 A s‘ A s ry
8 8 )
E E
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8, <H;8,>E S, <H;S,<BE S, >Hperognit<t
pay—off §,-E pay~off 0 . pay—off R

sottostante sia superiore ad H a scadenza e non sia mai sceso al di sotto di
essa (3).

A tal fine ricordiamo che f(1) & la funzione di densith della variabile

casuale normale log? ,pari a;

1 e
e P
1=t
u—-u T '2_

conV—O_ﬁ e W =R~ D—-2

definiamo, inoltre, con g(u) la funzione di densiti della variabile casuale

iog-*!" condizionata al fatto che essa scenda (salga) a toccare Ia barriera,

S

ma a scadenza termini al di sopra (al di sotto) di essa, pati a:

2no
£ 1 e

36

H=" (20& + U T) H

con V= s ﬁ , O =10g—§-, ciod pari alla funzioge di
2na
densit normale premoltiplicata per € "_2 ,con 1 =1 {(m=-1).

I due termini di cui $0pra possono, quindi, essere espressi come:

B=e™ ] 0 (e~ B)gu) du=

log—
N

ol H 2% . . 2A-2 ‘
= Se (?] N(n y)-—q> Ee‘”(?] N(n y-nao \/f)

=R ] [1)- 0]

10——
s

- xlm-(gm o

conp=1mn=1,

S 2
R 7o S
H 55 )= JT e M
X = S JT T,y= \/_+?\c Yy = ﬁ+?u3 T,Jk_1+;

Il valore delta down-and-in call sara pari, percid, a:

Cihitpsmy = (3)."' (5) (¢ =1n= I).

Se, Invece, 1o strike F& minore defla barriera & si ottengono i quattro casi;
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=™ nf; ) (Se” - E)g(u) du =

5, 4 3, 5, s. t ; log? .
/ 24 232
: . H _ H
5 8 - s s :q) Se pr| i1 N(ﬂ yl)_q) Ee RT| A4 an % -No ﬁ)
" = - H H _ S S
+ K E FE | et
E : ¢ \ .
. P oo
: _ ,~RT _
S <H;S >H S,<H;S,>E S <E S, > H per ogni 15t (D=e IE¢(Se"~E)f(u)du_
pa'y—off S',-E pay-off 5,-E pay—off 0 pay—off R e log?
In questo secondo caso il premio della down-and-in call sara dato dalla = Se—DTN(q) x)_q) Ee—RTN(q) x—0C ﬁ)
somma di tre valori attuali: it primo relativo al pay-off S, ~ E per Ia .
i H i risalga oltre g 2)=e"" ,[ ¢ (Seu - E)f (u) du =
probabilita che il prezzo del sottostante scenda {ino ad 1 e poi risalg : ; 1og % ‘
. : ; i I'estremo
la stessa barricra (4) (corrispondente al termine (3) ma con le =¢ Se"N (¢ xl)*di Ee "N (¢ n-¢o T )
H E . . .
‘ ’ ’ i falng —J; il secondo, relativo
inferiore de_llr integrale pari a log < e non log S) conp=Ln=1.

sempre alla differenza S, —E, ma per la probabilita che S, sia inferiore ad
H ma superiore ad E, ottenuto come differenza tra due termini, ossia

o 57
, . —- -1 — E - 7.
S, — E per la probabilita che S, sia superiore ad (1) ed S, ~E perla e +R,G-\[]_“-— - ﬁ .

o T

Si ottiene, quindi:

probabilita che S, sia superiore ad H (2); I'uitimo, relativo al rebate,

identico al termine (5). _ - _ B o
i avrd, quindi: Capan =D+ D=+ (p=1m=1).

Come abbiamo anticipato, le opzioni down-and-in call sono molto diffuse e
solitamente la barriera & posta al di sotto del prezzo di esercizio, ciog

E>H, ¢

vengono utilizzalc per proteggersi o scommellere su un

?

11 : tandard di Black-Scholes Come st pud notare x & identico dy deilequazione di Black-Scholcs.
b Tale termine & identico all’equazicne standar - \
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DOWN-AND-IN CALL CON S5=E=100, H=98 GRAFICO 11
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apprezzamento dell’attivitd sottostante ad un costo minore rispetto ad una
plain vanilla, perché il prezzo dell’underlying deve scendere almenc una
volta fino a toccare la barriers, per poi risalire oltre il prezzo di esercizio,

Ii profilo dei profitti della down-and-in cail, con E > H ed in assenza di
rebate, & rnostrato dal grafico 11,

Per cid che riguarda il A di questa opzione, prima di toccare Ia barriera ess0
risulta pegativo e diminuisce quanto pil la barriera & lontana dal prezzo spot
e quanto pill 'opzione & prossima alla scadenza; se poi la barriera viene

toccata, it A diventa identico a quello di una plain vanilla.

il fatto che nell’attraversare la barriera il delta passi da valori negativi a-

valort positivi, ciod abbia un punto di discontinuitd, determina notevoli
difficolta di copertura dindmica, poiche il gamma dell’ opzione in quel punto

non & calcolabile.
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2) UP-AND-IN CALL
Consiste in una opzione call che viene in esistenza solo se il prezzo del
sottostante .S sale fino a toccare, almeno per un istante, la barriera
{quindi § < H).
11 pay-off sara, quindi, pari a:
max (O,S, - E) se S, 2 H per qualchet<t
pay — off . .
seS, <H perognitst

In particolare se E > H st ottengono i tre cast:

5.4 s,

Fy
1

5,

5 5 5

3 t ot

§,>E S, zH;S5,<E S,<Hperognit<t
pay —off O pay—~off R

pay—off 5, —E
Si comprende, quindi, che il valore di questa opzione barrier & dato dalla

somma dei termini (1) (valore attuale del pay-off per la probabilita che S,
sita maggiore di £) ¢ (5) (valore attuale def rebate per la probabilita che S,

sia inferiore ad H e non sia mai salito oltre esso) con ¢ = 1,1 = —1, cioé:
Cawim =D+ {p=Ln=-1).
Per E < H si hanno i quattro casi mostrali nella pagina seguente,
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S, 2H S, 2H;S,>E S,2H;S,<E° S _<Hperognitst
pay—off 8, - E pay—off §, ~B pay ~off 0 pay—-off R

In questo caso il premio dell’opzione sard pari alfa somma del termine (2):

(valore attuale del pay-off per la probabilita che .S, sia maggiore di H), di
un secondo termine pari al valore attuale di 5, — £ per la probabilith che
S salga fino ad H ¢ poi ridiscenda al di sopra di E (ottenuta come
differenza tra la probabilith che S salga fino ad H e ridiscenda sotto la
stessa barriera e la probabilitd che S salga fino ad H e ridiscenda sotto E)
dato dalla differenza dei termini (4) e (3) con 1} = —1, ed infine del termine
(5).

Si avrd, quindi:

Copan =2+ @ =+ (9=1n=-1).

Le opzioni up-and-in call, il cui profilo dei profitti & illustrato dal grafico 12
(in cui E < H ed 2 assente il rebate), vengono acquistate per proteggersi o
scommettere su un apprezzamento dell’attivit sottostante oltre la barriera ¢
non solo oltre il prezzo d’esercizio, con un costo, quindi, ridotto rispetto

all'acquisto di una call plain vanilla,

In questo secondo caso il delta dell’opzione, sc la barricra & vicina allo .

strike, risulta molto simile a quello di una plain vanilla mentre rimane pilr
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UP-AND-IN CALL CON $S=E=100, H=106 ~ " GRAFICO 12

rr

wt
108 4
w

Prazo st
basso quanto pilt la barricra & lontana dallo strike; al ridursi della vita

residua, inoltre, esso tende a zero.

3) DOWN-AND-IN PUT

Consiste in una opzione put che viene in esistenza solamente se il prezzo del
sottostante .S scende fino a toccare la barriera H (anche in questo caso
S>H).

It pay-off dell’opzione &, percid:

max (0,E-S,) se §, < H perqualchet<st

- off
pay—o {R se§, > H perognit=t

In particolare pet E > H si ottengono i casi:

5 1 5.t s

t +

BN N N ,°
E DN RN
N

L SR

H T H < . H Al )

S, <H 8§, sH;5 <E S, sH;S5,>BE S, >Hperognitst
pay~off -5, pay ~ off E~§, pay —off 0 pay —off R
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Ricordando quanto detto, il valore dell’opzione sard pari ai termini (2)
(valore attuale del pay-olf per la probabilita che S, sia minore di H), (4) -
(3) (valore atiuale del pay-off per la probabilita che S scenda fino ad H e
risalga oltre essa sottratto il valore attuale del pay-off per la probabilita che

§ scenda fino ad H ma risalga oltre E) e (5) (rebate), con
p=-Im =1
Si avra, quindi:
Py =D+ -)+(6) (o=-1n=1).
Per E < H si ha, invece:

5. 1 8y t 5 F
) IS
7 E——— e
t t F ¢
S, <E S;<H;S,>E S,>Hperognitst
pay ~off E~ 5, pay—off 0 pay—off R

&

Il premio sard, in questo caso, pari alla somma dei termini (1) (valore attuale
del pay-off per la probabilita che 5, sia inferiore ad E) e (3) (rebate), con
¢ =-1,m =1, cic&:

Putgan = (1)+(5) (Ci) =-1,n= 1) .

Le opzioni down-and-in put, il cui profilo dei profitti & mostrato dal grafico

13 (E>H ed assenza di rebate), sono acquistate con la finalita di

4

proteggersi o scommettere su un deprezzamento dell'underlying oltre la
barriera, ad un costo pid contenuto rispetto all’acquisto di una semplice put.
Per cid che riguarda il delta dell’opzione, in questo caso e nel caso seguente,

& applicabile in modo speculare quanto detto per le opzioni call.

DOWN-AND-IN PUT CON S=E=100, H=04 GRAFICO 13

Premia
-

”

”

[

4) UP-AND-IN PUT
Consiste in una opzione put che viene ad esistere solo quando il prezzo del
sottostante S sale fino alla barriera J{ almeno una volta (S < H).

Ii suo pay-off & dato da:

{ max(O,E—Sl) se S, 2 H perqualchet <t

pay — off i
se S, <H perognit=t

In particolare per B > H si ottengono i casi mostrati nella pagina seguente.
1l valore della up-and-in put sard, percid, pari ai termini (4) (valore attuale

del pay-off per la probabilita che S salga fino ad H e ridiscenda al di sotto
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S,2H;:8, <H
pay—off E-§,

S, 2H;8 <E 5 zE S, <Hperognitst
pay = off E~5, pay—aoff & pay-off R

di essa), (1)-(2) (valore attuale del pay-off per la probabilitd che S , sia
inferiore ad E ma superiore ad ), ¢ (5), con ¢ = —1;1 = —1,

Si avra, ciog:

Pucesm = (D + (D=2} +(5) (4) =-1n= —1).

Per E < H si hanno, invece, i seguenti cas:

5y T 5, F s, 4

e g fr——————y

t t t
S, 2H;5, <E S5, 2H;8, >E S, <Hperognitst
pay —off E—38, pay—off 0 pay—off R

Ne deriva, quindi, un valore della up-and-in put pari alla somma dei termini
(3) (valore attuale del pay-off per ia probabilita che S salga fino ad H e

scenda al di sotto di essa) e (5) (rebate), con ¢ =—1,1 = —1, cios:
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Pueary =D+ (p=-1n=-1).

Anche le opzioni up-and-in put con E < H sono molto diffuse (il profilo
dei profitti & mostrato dal grafico 14) in quanto permettono di ottenere
copertura o scommettere su un deprezzamento del sottostante a costi minori,
perche il prezzo dell'underlying deve salire almeno una volta a toccare la

batriera, per poi scendere oftre il prezzo di esetcizio.

UP-AND-IN PUT CON S=E=100, H=102 GRAFICO 14
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B) KNOCK-OUT BARRIER

1) DOWN-AND-OUT CALL
Consiste in una opzione call che cessa di esistere quando il prezzo del
sottostante § scende fino a toccare, anche per un solo istante, 1a barriera [
(S>H). |
Il pay-off di questa barrier & quindi: .

pay - off { max (O,Sl -E) se S, >H perognitst
R alla barriera se S, £ H perqualche 1<t
Se il rebate fosse nublo, T sonuna dei pay-olt di una opzione down-and-in

call (put) e di una opzione down-and-out call (put) sul medesimo sottostante
e con gli stessi prezzo di esercizio, barriera e scadenza, sarebbe pari al pay-
off di una opzione standard call (put).

Se, infatti, non viene toccata la barriera comune, Popzione knock-out non
cessa di esiétere e si riceve il pay-off di una plain vanilla call (put), mentre,
se la barriera viene toccats, I'opzione knock-out sparisce ma viene in
esistenza I'opzione knock-in, garantendo sempre il pay-off di una opzione
standard,

Quanto detto ci consentirebbe di derivare il valore delle opzioni knock-out
sottraendo dal valore delle opzioni plain vanilla quelio delle corrispondenti
opzioni knock-in.

Nel caso in cui, perd, sia presente il rebate, nelle opzioni knock-in esso viene
pagato alla scadenza (in quanto vi & sempre la possibilita che I’opzione
venga in esistenza), mentre nelie opzioni knock-out il pagamento avviene

quando il pezzo deli’underlying tocca la barriera.
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" B’, quindi, necessario considerare la funzione di densith relativa al

periodo T dopo il quale il prezzo del sottostante tocea la barriera®, pari a:

12
IR | L i
h(T) 01:,/21;1:6

NAHN BT
o T

1 valore presente del rebate sard, quindi, pari al valore atteso scontato al

con y =

tasso privo di rischio, ciod:

(6) = R[e™h(c) dt =

= R[(%Jmf\f(n z)+(%jr_hf\f (n z-Mbo ﬁ)

H
IogTS* n ,u2+2RGZ
27 :

c0n226ﬁ+b§ﬁ,azc b= G’

Otienuta tale equazione possiamo calcolare il prezzo di una down-and-out
call con E>H ed E<H sottaendo dal termine (1) (valore di una
opzione standard) il wvalore della medesima down-and-in call, ed

aggiungendo il termine (6) al posto del termine {5), ciot:
Contmiy =(D=(D+(6) (p=1n=1).
Contoary = ()~ +(6) {0=1n=1).

L’opzione down-and-out call con E > H, il cui profilo dei profitti &

mostrato dal grafico 15 (in assenza di rebate), & molto utilizzata dagli

B Essasi ottiene differenziando Pintegrale di g(u) rispettoa T.
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operatori al fine di proteggersi o scommettere su un apprezzamento
dell’attivitd sottostante ad un costo limitato, poich® I’opzione scompare
quando il prezzo scende fino alla barriera e I'hedger non ha pilt bisogno di
copertura o la strategia dello speculatore si rivela errata,

Si tratta, perd, di un contratto opzionario molto rischioso, poich? il prezzo
pud subire una inversione di tendenza, lasciando I"hedger privo di copertura
ed annullando i profitti delle speculatore, anche se pud essere previsto il
pagamento del rebate,

[l delta di questa opzione, se la barriera & lontana dal prezzo spot, & poco
inferiore a quello di una plain vanilla, mentre diventa molto elevato

(superiore ad 1} quando il divario & minima,

DOWN-AND-OUT CALL CON S=E=100, H=98 GRAFICO 15

50

2} UP-AND-OUT CALL

Consiste in una opzione call che scompare quando il prezzo dell’underlying
S sale fino a toccare la barriera H (S < H).

1l pay-off & quindi:

max(O,St-E) seS, <H perognit<t

pay — off .
R alla barriera se 3, 2 H perqualchet <t

It valore di questa opzione, rispettivamente per E>H ed E < H, sara,

quindi:

Clm(E>H) = (6) (¢ = I’n - "‘1)9

Coofrany = (D= D+ - (BH+6) (¢ =1n=-1).

Il profilo dei profitti dell’opzione up-and-out call, con E < H ed in assenza
di rebate, & mostrato dal grafico 16.

Essa viene acquistata dagli operatori al fine di coprirsi 0 scommettere su un
apprezzamento dell'attivith soitostante, rinunciando ad una parte dei profitti
potenziali per limitare il premio pagato; &, quindi, simile ad uno spread call
al rialzo, ma meno costosa e pib rischiosa, perche oltre un certo livello di
prezzo |’opzione scompare.

In questo caso il delta dell’opzione prima di toccare Ja barriera & poco
inferiore a quello di una plain vanilla se il ptezzo spot & distante dalla
barriera; all’avvicinarsi delia batriera esso diminuisce fino ad assumere

valori negativi (il ridursi della vita residua, invece, ne aumenta il valore).

in questo caso (come per I"opzione dewn-and-out put con E < Hhi premie & costituito
solo dal termine relativo al rebate, percht S < H< E (E < H < S, quindi se
{"opzione nen tocea la barriera & out-of the money.
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Anche in questo caso la discontinuita del delta comporta per l’adquirente

notevoli difficoltd di copertura nei pressi della barriera.

UP-AND-QUT CALL CON S=E=100, H=106 GRAFICO 16

IDOWN-AND-QUT PUT

Consiste_in una opzione put che cessa di esistere quando il prezzo del

sottostante S scende anche una sola volta a toccare la barriera H (S>H),

Il pay-off & dato, quindi, da:

max(O,E—Sl) se S; >H perognit<t

ay — off {
P R alla barriera

seS, S H perqualchet <t

Il premio deli’opzione, sara, quindsi, pari a;

Paoteor) = (D= (2)+(D - @) +(6) (p=-1n=1)

Puoger) = (6) (¢ =-1l,n= 1).
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Questa opzione barrier, molto utilizzata con E > H (si veda il profilo dei
profitti nel grafico 17), permette agli acquirenti di proteggersi o scommetiere
su un deprezzamento dell’attivitd sottostante, rinunciando ad una parte dei
profitti per ridurre il premio.

E’ simile, percid, ad uno spread put al ribasso, ma pili rischiosa sebbene pit
conveniente, perche al di sotto della barriera 1’opzione scompare.

Riguardo al delta, per questa tipologia di opzione e per quella seguente

valgono considerazioni simmetriche rispetto alle precedenti,

DOWN-AND-OUT PUT CON S=E=100, H=94 GRAFICO 17

Y

.

Premio
3

Proazo Spil

HUP-AND-OUT PUT
Consiste in una opzione put che scompare quando il prezzo del sottostante

S sale fino alla barriera H (S < H).

Il pay-off risulta essere:

‘,{max(O,E—-SI) se S, <H perognitst
pay — ofl

R alla barriera se S, = H perqualchet <t
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11 valore della up-and-out put, sarh, quindi, pari a:

Proesm) = (D)= () +(6) (¢=~1n=-1)

pun(E<H] = (1) - (3) + (6) ((I) = _l,ﬂ = "1).

Tale opzione (il cui profilo dei profiti, con E > H ed in asécnza{ di re.balé,
¢ illustrato dal grafico 18) permette agli operatori di proteggersi da un
deprezzamento dell’atiivitd sottostante pagando un premio pid limitato,
perché 1'opzione scompare quando il prezzo sale fino alla barriera, ossia
quando la strategia non & pii utile. ‘

E’, perd, molto rischiosa, perche I'underlying potrebbe subire una inversione

di tendenza, con perdite consistenti per I'acquirente,

UP-AND-OUT PUT CON S=E=100, H=102 : GRAFICO 18
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b) Replica statica

La replica statica'® risulta agevole, ed & quindi utilizzata dagli operatori, ne|

‘caso di opzioni barrier senza rebate in cui il prezzo di esercizio & uguale o

maggiore della barriera.
Per comprendere come essa possa essere messa in atto, consideriamo una
opzione down-and-in call e supponiamo, in prima ipotesi, I’'uguaglianza dei
tassi Re D.
Nel caso in cui £ = H, I'opzione down-and-in call pud essere replicata
attraverso "acquisto di una opzione put sulia stessa attivith sottostante e con
gli stessi prezzi di esercizio e scadenza,
Se, infatti, il prezzo dell’underlying rimane sempre al di sopra della barriera,
entrambe le opzioni scadono senza valore; nel caso in cui, invece, esso
scenda a toccare il livello di barriera, viene in esistenza una opzione
standard call at-the-money, ma I'operatore potrd vendere I’opzione put
acquistata e comprare, con il ricavato, una identica opzione call plain vanilla
{che replica perfettamente il pay-off della knock-in) senza alcun esborso
ulteriore,
Per 1a put-cali parity, si ha, infatti, che:

c+Ee* =p+87T
epoiche R=D,8=H=F ,risulta: '

c=p.

Ne consegue, quindi, che il venditore di una down-and-in call pud mettere in
atto una strategia di copertura statica della propria posizione semplicemente
acquistando inizialmente una opzione put piain vanilla.

Un ragionamento analogo vale quando E > H.,

10 Bowie, Carr (1994},
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In questo caso, perd, quando il prezzo dell’underlying tocca la barriera viene
in esistenza una opzione call plain vaniila out-of-the-money (in quanto
E > H =8) per un ammontare £ — H .

Poiche la put-call simmetry'’ afferma che il valore di una opzione call con

prezzo di

esercizio £, quando lo spot & pari ad H < E, & identico a quello relativo a

2
E put con prezzo di esercizio f!__u’ la copertura statica potrd essere

effettuata acquistando inizialmente tali opzioni put.

Se, infatti, non vicne toccata la barriera, entrambe e strategie scadono senza
. H? . . .

valore (per le put lo strike - & minore di H{ =§, percid non vengono
esercitate); al contrario se 'underying ragpiunge la barriera e viene in
esistenza }’opzione call out-of-the-money, le opzioni put acquistate potranno
essere rivendufe per acquistare esattamente una standard call identica a
quella vendlllta.

Come abbiamo anticipato, tale logica non pud essere applicata nel caso in
cui E < H, in quanto alla barriera I'opzione call che viene in esistenza & in-
the-money, ossia oltre al valore temporale ha anche un valore intrinseco, il
che rende 1'analisi (roppo complessa per poter essere agevolmente utilizzata.

Accantoniamo ora I'ipotesi irrealistica per la quale R = D,

L Carr (1994). : _ . _ .
2 Pesche la call e Ia put out-of-the-money abbiano lo stesse valore per un certo livello del
prezzo spot (ossia fa barriern), & necessario che la media geometrica dei prezzi di esercizio

f 2
sia uguale a tale prezzo, infatti i E = H; per ottenere, poi, il numero di put &
E

sufficiente rapportare la differenza F — H (di quanto & out-of-the-money la call) alla
2

differenza ff — i (di quanto & out-of-the-money la put), ciod _]_2__
E H
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Serisulta R > D, dalla put-call parity si ha che:

RT -DT

c+Ee =p+Se

= c>p

quindi la put (per £ = H) o le put {(per E > H) acquistate non saranno
sufficienti per comprare la call, ed il venditore della down-and-in cail
richiederd un prezzo maggiore per la copertura,
Se, invece, R < D, la put-call parity mostra che:

c+Be ™ =p+Se~™T
= ¢<p

percid la put (per £ = H) o le put (per E > H) acquistate permettono di
realizzare un valore che eccede quello della call, quindi la down-and-in call

verrd venduta a prezzi inferiori.
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33 Le Opzioni Lookback

Finalita per Pacquirente: acquistare (vendere) 'attivitd finanziaria al

prezzo minimo (massimo) registrato durante la vita dell’opzione.

L’opzione lookback call (put)** ha un pay-off a scadenza nullo se il prezzo

dell’underlying S , & inferiore (superiore) al suo livello minimo {massimo)

raggiunto durante la vita dell’opzione, oppure pari alla differenza tra il.

prezzo dell’underlying e tale livello minimo raggiunto (o alla differenza tra
il massimo livello raggiunto ed S, nel caso di opzioni put) .

Si ha, ciog;

. ' . { 0 8, Smin ($) " {ma.x (S)~S, 8, <max (S)
APy =ol] g Lmin(s) 8, >min¢s) PP, S, = max (S)

Si comprende come il valore di una opzione lookback sia particolarmente
elevato rispetto agli altri tipi di opzioni esotiche, in quanto tale contratto
verra sempre esercitato, permettendo I'acquisto (vendita) dell’'underlying a

condizioni vantaggiose.

a) Replica dinamica
1) Modello di Black-Scholes
Poiche le opzioni loockback call e put verranno.sempre esercitate, il loro
pay-off pud essere scritto come:
call pay - off :max [0; §, - min(S)]= S, ~min ()
put pay — off i max [0; max (5) - §, ] = max () -,

4 Sull"argomento Goldman, Sosin, Gatto (1979); Garman (1989,
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ed utilizzando Pipotesi di valutazione neutrale verso il rischio degli
operatori, cio# scontando il valore atteso dell’opzione al tasso privo di

rischio, si ottiene che:

bt _ g arp BHUT -RT "["{] “b+p Ty oo —b-pT-0°T
c=Se Me" N W]—;— + Me " de N —-m— Se (1+1)N -—-—-——&-TT——

~oT —RT b+p. T _RT h[l_% b“u T ~DT b+“ T+o :T
= - ~ Me™* de N ——= |+ 5 T+ AN ————
p=5e 4 Me N[ a ] ¢ avT | (1+1) o T

dove M 2 il livello minimo (call) o massimo (put) raggiunto dal prezzo

dell’underlying,
2

g

Ay c? 7
b=log—, p=R-D—-—, A = .
OgM # 2 R-D

A differenza delle opzioni standard put il delta della foockback put pud
assumere valori positivi, poich® sarebbe molto favorevole per 1'holder che it
prezzo del sottostante salisse verso massimi sempre pid elevati, per poi

ridursi al momento della scadenza,

2) Modello binomiale

Poiche, come abbiamo anticipato, il valore delle opzioni lookback dipende
da una funzione F(t,S) del sentiero percorso dal sottostante che non assume
troppi valori ad ogni nodo, tale modello” pud essere applicato
semplicemente inserendo nell’albero dei prezzi dell’underlying il valore (o i

valori) minimo o massimo di § fino a quel nodo,

'3 white (1993); Hull, White (1993),
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Ottenuto il livello minimo (massimo) dell’'underlying alla scadenza ¢
confrontandolo con § ¢» & possibile calcolare il valore finale dell'opzione e,'
scontando quest’ultimo, il valore deli’opzione lookback ad ogni nodo.
Ipotizziamo, ad esempio, il caso di una lookback put europea a tre mesi su
una attivitd che non paga dividendi, con
$' =50 ¢ =40%, R = 10%, At = 0,0833 (la vita dell’opzione viene,
ciog, divisa in 3 periodi di un mese).
Si ottengono i valori:

p =0,5073 w=11224

1-p=04927 .

d =0,8909 a = 1,0084

L'albero binomiale che ne deriva, inserendo ad ogni nodo il prezzo
dell’'underlying ed il valore massimo raggiunto da questo ultimo fino a quel
momento, & illustrato dal grafico 19,

Dopo aver derivato il pay-off dell’ opzione negli ultimi nodi, il prezzo della

lookback ai penultimi nodi pud essere calcolato come valore atteso del _

prezzo dell’opzione un periodo prima, ad esempio:
5,65 = (0,5073 x 0 + 0,4927 x 11,56) ¢ %%
come mostra il grafico 20, in cui sono riportati i valori massimi di § ed il
premio delf’ opzione ad ogni nodo.
Risalendo in questo modo fino al tempo 0 si ottiene il valore stimato della

lookback put, pari a 5,26.
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ALBERO PER L’OPZIONE LOOKBACK PUT GRAFICO 19

§=70,70
562,99 < max=70,70
max=62,99 $=56,12
5§=56,12 max=62,99
525000 /' max=56,12 850,00 max=56,12
max=SHO0 N max=56,12 <
§=44,55 /' max=50,00 5=44,55
niax=50,00 \ max=56,12
§=39,69 < max=50,00
max=50,00 §=35,36
max=50,00
VALORIDELL'OPZIONE LOOKBACK PUT GRAFICO 20
: max=70,70
max=62,99 < V=0,00
/' V=33
mAs=512 N, max=56,12:62,99
max=50,00 V=445 max=50,00;56,12 VY=0,00;6,87
V5,26 < V=2,66; 5,68 <
max=50,00 max=50,00;56,12
V=6,18 V=545;11,56
max=50,00 <
¥=9,90 max=50,00
V=14,64

b) Replica statica
Per cid che riguarda la replica statica, non & stato ancora elaborato alcun

portafoglio di replica nel caso dell’ opzione lookback.
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34 Le Opzioni Average o Asian

Finalita per Pacquirente: ottencre una protezionc (spesso relativa a [ussi di
cassa periodici) contro movimenti di prezzo ad un costo pill contenuto

rispetto a quello delle plain vanilla.

Le opzioni average' si caratterizzano per il fatto che il loro pay-off dipende
dalla media dei prezzi dell’underlying fino alla scadenza, quindi hanno
prezzi minori rispetto alle opzioni standard, poich i prezzi medi sono poco
volatili,

Tale media solitanente & aritmetica'” (cid & dovuto alla semplicita di
calcoio, sebbene la letteratura considera anche la media geomelrica, poiché
solo per quest’ultima sono disponibili formule chinse di valutazione) e la
rilevazione dei prezzi, ehe pud cominciare subito o essere differita, pud
essere discreta (mensile, settimanale, giomnaliera..., con la possibilita di
clausqoie floor e cap che escludone dalla serie considerata i prezzi troppo
bassi o troppo alti) o continua.

A seconda del tipo di influenza sul pay-off della media, le opzioni average

possono essere divise in:

1) Average-Price call (put), in cui il pay-off a scadenza & nullo nel caso in
cui il prezzo deil’'underlying S‘ sia inferiore (superiore) al prezzo di

esercizio E, oppure pari alla differenza tra la ‘media M dei prezzi del

*® The Globecon Group LTD (1995); Pistarino; Levy (1993).

T Per media aritmetica si intende il rapporto ) S, con {=0,1,.,.,n+1, mentre per
in+l

i

media geometrica (H Si)r|+1 ,
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sottostante durante la vita dell’opzione e lo stike price £ (o viceversa) se
S, @ superiore (inferiore) ad E .

Si ha, ciog:

" ff{o S, <E ff{E—M S, <E
call: pay —o M-E S, >E put.pay——oi 0 SlaE‘

Da quanto detto emerge come le opzioni average-price POSSONO essere
utilizzate, ad esempio, per coprire periodici flussi di cassa in valuta a costi

inferiori rispetto all'acquisto di un portafoglio di opzioni.

a) Replica dinamica
1) Modello di Black-Scholes
Purtroppo non & possibile derivare una formula di valutazione del tipo
Black-Scholes nel caso delle pit diffuse average price aritmetiche (alle quali
verra applicato il modello numerico) come avviene, invece, per le average-
price geometriche™®, per lc quali si ottiene 1a seguente formula relativa alle
opzioni call'®:

1

c=Xe " 2T N(x)- BTN (x - 3)

con:

® Cid & dovato al fatto che il prodotto di pid variabili casuali lognormali & ancora distribuite

in modo fognormale, mentre ron o & I somma,
; Lo
17 Rubinstein (19933,
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X ' :
lOg —+ M 0 ;2+1',' 2
x= E +Z X2A1,+r2+hSr,+f,+h M= to +t1(t2 +h) R_'_D 0]

) 24 +5+h) 2

ty+,(t, +h) 2 (8, +h) -

3=
6(1,+1,+h)

dove t; ¢ il tempo prima che inizi il calcolo delja media, f] il momento in
cui tale calcolo comincia e £, il tempo restante (quindi la vita deli’ opzione
eparia I=1l,+t, ), h lafrequenza delle osservazioni ed A il valore
corrente della media geometrica dei prezzt del sottostanie,

Nel caso particolare in cui le rilevazioni sono continue ( £ = 0 ) ed il
calcolo  della media comincia dalla  stipula del contratto
(ty=H=tt, =t ed A& uguale ad 1), la formula pud essere

semplificata come:

R
2

2 f .
e ’2N(x)—E e Nl x~o \/g

' _nl _
c=Se %e¢

con;
S t
R-I-—Di+log— 0'\/—-—
ye—2 2 E._\3 .
{ 4
0’ f—
3
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2) Modello binomiale

Come abbiamo anticipato, 1'applicazione del modello CRR alle opzioni
average-price aritmetiche incontra deile difficolta legate alla crescita
notevole dei valori della funzione del sentiero percorso F(1,3) ad ogni nodo,
al crescere degli intervaili di témpo considerati.

Tali impedimenti possono, perd, essere superati® calcolando, ad ogni nodo,

non tutti i possibili valori di F, ma solamente quelli che hanno la forma
S (0) e™ , con h costante ed m numero intero.

Solamente per tali valori di F verra, quindi, calcolato il valore dell’ opzione,
mentre per valori diversi si procederd ad un calcolo del prezzo per
interpolazione,

Per illustrare meglio il procedimento prendiamo il caso di una opzione
average-price call il cui albero binomiale, per la prima parte della vita
dell’oijzione, ¢ illustrato dal grafico 21, in cui sono riportati anche i valori
minimi ¢ massimi defla media.

Considerando il nodo X e supponendo che h = 0,08, poiche la media minima
raggiungibile & 38,78 e quella massima & 41,33, dovremo in questo nodo
calcalare i valori di S(O) e™ =40 "™ \ali da comprendere il minimo
ed il massimo livello delia media, cio? scegliendo m che varia tra-1e 1.
Come mostra il grafico 22 si ottengono, infatt, i valori di F: 36,92; 40,00 e
43,33,

Nell'intervallo  di tempo  successivo il valore minimo ¢ massimo

raggiungibile & pari a

X 4 4
3092X343636 _ 10, 4333344400 o
2 4
2 Hull, White (1993),
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ALBERO PER L’OPZIONE AVERAGE-PRICE CALL GRAFICO 21 Dopo aver calcolato intero albero binomiale nel modo descritto, per

ottenere i valori V dell’average-price call nei vari nodi & sufficiente valutare
S=d8,40

Med min=44,13

§=44,00 Med max=44,13 :
840,00 Med min=42,00 < o
Med min=40,00 < Med inax=42,00 S=4400 (X}

Med max=40,60

quest’ultima nei nodi finali, considerando solamente i valori scelti di F.

Supponendo in questo caso di avere i valoti V nei nodi Y e Z (dato che, per

semplicitd, non & stato considerato Pintero albero binomiale), il prezzo

Med min=38,78 ...

8§=36,36 Med max=41,33
Med min=38,18 < .
Med max=38,18 5=133,05

dell’opzione in X quando la media & pari, ad esempio, a 43,33 & ottenuto

scontando il valore atteso dei livell di V in Y quando

. 43,33x3+44,00

Med min=36,47 F= =4350 e in Z quando

Med max=36,47 4

| _4333x3+3636 _
VALUTAZIONE DELL’AVERAGE CALL AL NODO X F= 2 =4159 .
GRAFICO 22
: Tali livelli, non essendo gia stati calcolati neli’albero binomiale (V & stato,
infatti, derivato solo per alcuni valori di F, per evitare che i dati da elaborare
S0 (Y). diventassero eccessivi), vengono ottenuti attraverso un procedimento di
S=40,00 () F=34,09; 36,92; 40,00; 43,33; 46,94

F=36,92; 40,00; 43,33 / V= 0,10; 0,90; 1,80; 3,00; 4,60 interpolazione.

V=093 1,50; 2,20 \

i valore di V in Y, quando F = 43,50, pud essere calcolato sommando a V
per F = 43,33 la differenza tra V per [ = 46,94 ed F = 43,33, moltiplicata
per 0,047, poiché 43,50 rappresenta il 4,7% della distanza tra 43,33 ¢ 46,94,

=36,36 (Z)
F=34,09; 36,92; 40,00; 43,33; 46,94
V= 0,01; 0,50; 1,10; 1,80; 2,80
S1 ha,ciog:
4350~43733

= 3,08.
46,94 - 43,33

V,, = 3,00+ (4,60-3,00)
_ . . Allo stesso modo it livello di V in Z, quando F = 41,59, & pari a:
quindi nei nodi Y e Z occorrera calcolare i valori  di '

41,59 - 40,00
43,33-40,00

S (O) e™ =40 ™ con m che varia tra -2 e 2, otienendo le medie Vien = 1,10+(1,80”1,10) )

indicate nel grafico 22,

Un ragionamento analogo varra anche per i nodi successivi,




Supponendo che p =05 At =0,25R=0,1, il valore di V in X
quando F = 43,33 sara pari a:

V = (3,08%0,5+1,43x0,5) e =220 .-

b) Replica statica
Anche in questo caso la complessitd dell’opzione non ha ancora permesso la

costruzione di alcun portafoglio di replica statica,

2) Average-Strike call (put), in cui il pay-off a scadenza & nullo nel caso in
cui il prezzo dell’underlying .S, sia inferiore (superiore) alla media M dei
prezzi del sottostante durante la vita dell’opzione, oppure pari alla differenza
tra §, ed M (o viceversa) se S, & superiore (inferiore) alla media.

Si ha, ciog:

0  8,<M M-S, S, <M

call: pay-off{SI_M S, >M put: pay - off {0 S =M

Poichg, in questo caso, & il prezzo di esercizio ad essere uguale alla media
dei prezzi, le opzioni average-strike possono essere utilizzate, ad esempio,
quando un operatore deve effettuare una transazione in valuta ma non ha una
idea precisa sullo strike da fissare, quindi preferisce porlo uguale al prezzo

medio del periodo.
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a} Replica dinamica
1) Modéllo di Black-Scholes
La maggior complessita del pay-off delle average-strike ha permesso solo la
costruzione della formula di valutazione nel caso geometrico e con

rilevazioni continue ( &2 =0 ), che per le opzioni call & pari a:
t gl
- =(R-D)s e ¢
c=8e”| N(x)-e STy xX~G \/g

con:

2) Modello binomiale
Anche alle average-strike pud essere applicato il CRR in modo simile al casa
precedente, sebbene il limitato utilizzo di questo tipo di opzioni non abbia

diffuso mollo I’uso di questo metodo di valutazione.
b) Replica statica

Come nel caso precedente non & ancora possibile elaborare alcun

procedimento di replica statica,
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Tale modalitd statica di replica ha il vantaggio di permettere un semplice

4 CONCLUSIONI procedimento di pricing dell’esotica (sommando i prezzi delle opzioni
componenti il portafoglio) e di copertura (che non richiede continui

. . . e NN L ibilanciamenti).
Il crescente interesse degli operatori per derivati finanziari innovativi ancora rib )
. . . , . . ione i lavoro si & posto la finalith di fornire, quan
poco considerati dalla letteratura, quali le opzlont esotiche, ¢i ha spinto ad Per questa rag il presente lavo posto n ! » quando
P . . , . assibile, un confronto tra modalitd dinamiche e statiche di pricing e
una loro analisi pid approfondita, con un particolare riguardo per le modalita P pricine
Do copertura delle posizioni su opzioni esotiche, in grado di offrire un utile
di pricing e copertura.
. C o 0o s supporto all’utilizzo e alla diffusione di tali strumenti.
Dopo una breve rassegna dei modelli dinamici che permettono il pricing upp
., . , . ) ) La replica statica, in particolare, permette di gestire molto pill agevolmente
delle opzioni standard, si & passati all'analisi delle due tipologie P P P & pil ag
: C o , . _ , strumenti opzionari anche complessi.
fondamentali di opzioni esotiche, ossia le opzioni path-independent (opzioni P P
Come anticipato, 1'analisi ¢ stata condotta per le opzioni esotiche su

binarie, pay-later o forward-starty e path-dependent (opzioni chooser,
barrier, lookback cd asian). underlymg.rappl_'esentan da titoli e valute.
. - - ) Sebbene tale dovesse essere il punto di partenza, un interessante prosegug &
Partendo dalla descrizione delle caratteristiche contrattuali, in grado di ' p P proseg
. . T iries qr e ' C . rappresentato dali’estensione dello studio alle opzioni esotiche su tassi di
evidenziare le principali possibilita di utilizzo, I'approccio utilizzato & stato,
, . . . D interesse.
in primo luogo, quello di estendere ad esse le modalitd di pricing (e e _ . . ; -
Anche se sono pilt difficilmente gestibili per il venir meno dell’ipotesi di

cope}tura)- dinamiche analizzate per le opzioni plain vanilla, che, per la

lognormalitd del prezzo dell’underlying, queste ultime vengono sempre pid

maggiore complessita degli strumenti, risultano essere pilt elaborate e ancora ) . - . , .
utilizzate per creare strumenti finanziari complessi che le abbinano ai

poco conosciute alla letteratura,
. certificati di deposito.
Daif’analisi effettuata, perd, & emerso come gli operatori che utilizzano

attualmente questo tipo di strumenti non siano interessati ai ‘prezzi di

equilibrio”, ottenuti attraverso modelli di valutazione dinamici che' si -
fondano su ipotesi irrealistiche, come nel caso delle formule di Black-
Scholes.

Essi ricercano, invece, “prezzi di arbitraggio”, ossia legati alla eostruzione

di un portafoglio di replica statica, che riproduce, esattamente ed in ogni

momento, il profilo del pay-off delf’opzione esotica mediante posizioni su

opzioni standard con diversi prezzi di esercizio e scadenze.
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Appendice 1

Come abbiamo anticipato ¢ possibile otienere le formule di Black-Scholes

scontando il pay-off atteso alla scadenza al tasso di interesse privo di rischio;

si ha, ciod:
V= e"RTE[max (0,0 SR—¢ E)]

) _ S
dove E indica il valore atteso, Sil prezzo spot, R = E’— distribuito come

una varigbile casuale lognormale e ¢ & una variabile binaria uguale ad 1 per

la call ed a -1 per la put.

Utilizzando gli integrali si ottiene:

v=e ¢f(¢ SR~ E)f (R)dR

§

con f (R ) funzione di densita della variabile casuale R

Ponendo & = log R si ottiene:

y=e 'pf (¢ Se" —
=" 0 B )f (u)du

¥
2

g .
con ¥ variabile casuale di media L T = (R —D—TJT e deviazione

standard G /7 .
U

—uT . .
Ponendoora z =——=—(dacui u =20 vT +L T ), si ha:
c T H
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v=e T (d) ST E)f(z)dz

E
log—~—~pnT
SS 1

aJT

dove Z & la variabile casuale normale standardizzata che ha funzione di

densita;

1 -2

f(z):me :

Dividendo 'integrale in due parti :

y=¢ " l:’f S et THo VT fZ)dz—9 E e T f(z)dz.

£ E
log—-pn T log—-p T
ogS 1 UES [

T o T

2
Sostituendo | Tx(R—D———z——]T :

_ thoo e[R—Di:]T-mﬁz "
ve=g ™ | oS fl)d—0Ee™ [ fl&
I E . al E - gl
og | R-D— log 2 R-D—— T
o7 ' odT

da cui:
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N o _ 'Vrf' o0
v=e™ 08T e T k9 BT | flk
2 2
= R—-D% l(gEE R—Di2
oiT o7
RoRT, T — itz AT e
=w=¢"e"pSe [ e flgk—Ee [ fl)k.
T odT
1 -2
Ricordando che f (2) = e?
V2w
e i"-mf‘ J ' o e
v=0Se™ [ e ”—lwe Yk—E | flk
E[ o? I JZJ_T E g’ in:
lcgg R_D_z_ 195;:57 R-D—2 fa Qs51a;

odT oiT

Poiche il primo integrale st pud scrivere come:

v=9 Se

v ST

2
log§~+ R-D+%—
4= E 2

Si ottiene quindi:

oo ¢oo
J FWadw=¢ Ec™ [ flo)de
log?- R~D1—0-2—2 T log— R-D—o—; T
adr oJT

Invertendo gli estremi degli integrali cambiati di segno, si ha:

1 2
og-i| R-p+2 |7 oot B-D-2_ |1
E 2 £ 2

ayT aT
| fwdw—p Ee™ [ f2)dz
b oo

v=0 S N d)-0EeN(©d,)

2
10g%+(R—D—9-2-)T :
y dy= =d|“¢0ﬁ'

¢f 1 “‘i( "‘T—:scﬁ‘zﬂz) ¢f 1 ___(_0 Jﬂzi)b‘ .
— e = ;
10g—E- R—Diz 4 JQT.C IDgE R_DLZ e W/QJ_'C
S 2 5 -
a+T =
=
¢ ponendo —G ﬁ+z =W ,con f(w) = ! e_?w

2

y

oo 1 L ¢f .
e’ dw = fFlw)dw
; a? A2 £ ol ( )
log—-(R-—D-—-z—)T ingg—— R-aD+-2— T
aJT o7 a T
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Appendice 2

Il modello binomiale suppone che if prezzo delPattivity sottostante, in ogni
breve intervallo di tempo A? in cui pud essere divisa la vita residua
dell'opzione, segua un processo binomiale, potendo assumere solo due
valori: Su con probabilid p ed Sd con probabilita (lwp) , con
u>1,d<l.

Graficamente si ha:
7 St

I
m&i

Poiche il tasso di rendimento atteso da ogni attivitd finanziaria si ipotizza
esserg pari al tasso di interesse privo di rischio R, e ricordando che I’attivita

finanziaria frutta un tasso di interesse 1, il valore atteso del prezzo alla fine

dell'intervallo Af & § g2 quindi dovra risultare:

Se® PR = pSut(1- p)Sd = P = put (1= p)d (1.

Poiché, inoltre, 1a deviazione standard del tasso di variazione del prezzo in

un breve intervallo At & pari a G+/Af, la varianza della variazione
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A
effettiva sard pari a S°G2Af infatti -§S—-S =AS) e poiché, come
sappiamo, V(X) = M(Xz) - M'(X)2 , si ha che:

S%2At = pS°u* +(1- p)S2d* - S pu+(1- p)d]”

ciod:

oAt = pu’ -|-(1~ p)af2 —-[pu+(1—p)d] ’ (2).

Per ottenere p,ut,d alla fine dell’intervallo At oltre alle equazioni (1) e (2)

& sufficiente imporre:

1
u=—
d
Si pud dimostrare che le soluzioni di questo sistema sono:
p= a—d Y= o
u—d
d=e V% 4= R0

Costruiamo ora I'albero completo (illustrato nel grafico 23) dei prezzi: al

tempo zero il prezzo & noto, mentre al tempo A? i due possibili prezzi sono

Su o Sd e al tempo 2At il prezzo pud essere Su’,S e Sd? (infatti
1 1

Sud =Su—=5 e Sdu=5Sd—=25).
u d

In generale al tempo IAf gli ¢+ 1 prezzi saranno:
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Suld™  j=01,..i
Dopo aver calcolato | parametri & quindi possibile determinare tutti i valori
dell'albero dei prezzi dell’attivita sottostante,
Passando a questo punto al prezzo delle opzioni, ¢ sufficiente partire dalla
fine dell’albero e tornare indietro; infatti il valore al tempo T di una
opzione, ad esempio una call, & noto, essendo pari a max(S.,. - E,O) .7
Poiché abbiamo assunto che gli operatori siano neutrali verso il rischio il
valore dell’opzione al tempo 7 — At pud essere calcolato come il valore
atteso dell’opzione al tempo T attualizzalo in base al tasso di interesse privo
di rischio R per un periodo di tempo At, cosi come il valore deli’opzione al
tempo T~ 2A¢ si ottiene calcolando il valore atteso dell’opzione al tempo
T — At attualizzato al tasso di interesse per un periodo di tempo Af, e cost
fino al tempo 0.
Nel caso in cui I’opzione sia americana & sufficiente verificare se ad ogni

nodo convenga o meno esercitarla anticipatamente.
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Su*
Su®
Su®

T
<=

Sd*

A
AARA

Sd?
sd?
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